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❆ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ❖♥❡ ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧❡

❚r❡❛t♠❡♥t ●r♦✉♣s
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❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ✭✜❡❧❞✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✕ ✇❤✐❝❤ ✇❡
❝❛❧❧ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ▼❙❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✕ ✉s❡s s❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❛❧❛♥❝❡❞
tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♠✐♥ ▼❙❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛t✲
tr✐t✐♦♥ t♦❧❡r❛♥t✱ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ✈❡r② ❢❛st✱ ✐t ❝❛♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡s ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s✳ ❆❞✲
❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ❤❛s ❛ ❝❧❡❛r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛s❡s ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ❜② ❑❛s②
✭✷✵✶✻✮✱ ❜✉t ✐♥✈♦❧✈❡s r❛♥❞♦♠♥❡ss✱ ✇♦r❦s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞
❜② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ❛♥❞ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✉s❡❞ ❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥s✐st
♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡r✲
❧②✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t♦ ✈❛r✐♦✉s s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❡❛t♠❡♥t
❡✛❡❝t s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ❞❛t❛s❡ts✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❖✉r ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s s✉♣❡r✐♦r ♦r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤
❛s ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ♠♦st ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ s♦❢t✇❛r❡
t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠✐♥ ▼❙❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❛♥ ❛❞♦✲♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r ❙t❛t❛✳

✶



✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧② ❞❛②s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r❛♥❞♦♠ tr❡❛t♠❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs
❤❛✈❡ t❤♦✉❣❤t ❛❜♦✉t ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t ♦❢ ❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✕ s✐♠✐❧❛r
tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❲❤❡♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❉❛r✇✐♥✬s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♠♣❛r✲
✐♥❣ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❝r♦ss❡❞ ❛♥❞ s❡❧❢✲❢❡rt✐❧✐③❡❞ ♣❧❛♥ts✱ ❋✐s❤❡r ✭✶✾✸✺✮ ❛r❣✉❡s✱ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤
t♦ r❛♥❞♦♠❧② ❛ss✐❣♥ ♣❧♦ts t♦ tr❡❛t♠❡♥t ♦r ❝♦♥tr♦❧✱ ✐✳❡✳ t♦ ❝r♦ss❡❞ ♦r s❡❧❢✲❢❡rt✐❧✐③❡❞ ♣❧❛♥ts✳
❆♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❧♦♥❡✱ ❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❞♦❡s ♥♦t ✏❡♥s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s✱
❬✳✳✳❪ ❢♦r ✐t ♠✐❣❤t ✇❡❧❧ ❜❡ t❤❛t s♦♠❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛② ❬✳✳✳❪✱ ♠✐❣❤t s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦✉r ❛❧❧ t❤❡ ♣❧❛♥ts ♦♥
♦♥❡ ❬♣❧♦t❪ ♦✈❡r t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳✑

❲♦✉❧❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣❡❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ ♦r ✇❤❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧♦ts
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤♦s❡ ✏✉♥❦♥♦✇♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✑ ✇♦✉❧❞
❞✐♠✐♥✐s❤ ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ tr✉❡ ❢♦r ❦♥♦✇♥ ♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳

❋✐s❤❡r ♥♦t✐❝❡s t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞
❞✐✛❡r❡♥t❧② ✕ ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♣s ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❍✐s s✉❣❣❡st✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜♦t❤✱ t❤❡
✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇❛s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥
❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♣❧❛♥ts ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s t♦ ❜❡ ♣❧❛♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❧♦ts✱ t❤✉s ❜❡✐♥❣
❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❧♦ts✳

❍❡♥❝❡✱ ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡st✐✲
♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♦r ❜❛❧❛♥❝❡❞ tr❡❛t♠❡♥t
❣r♦✉♣s✳ ❆ ♥❡✇❡r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r s❡❡❦✐♥❣ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛❝r♦ss tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
✐♥t❡r❡st ✐♥ s✉❜❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆♥❞ ❧❛st❧②✱ ❛ q✉❛♥t✐t② ♦❢t❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ✐♠♣❛❝t
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✕ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✕ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧② ♦♥❧② ❜❡ ❡s✲
t✐♠❛t❡❞ ✐❢ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♦✈❡r❧❛♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✕ ❛ ✇❡❛❦ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡✶✭❆❜❛❞✐❡
❛♥❞ ■♠❜❡♥s✱ ✷✵✵✻✮✳

❲❤❡♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥❧②✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♥♦t ❡♥s✉r❡❞✿ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋✐s❤❡r✬s
s✉❣❣❡st✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ✕ ❜② ♣✉r❡ ❝❤❛♥❝❡ ✕
❛❧❧ s❡❧❢✲❢❡rt✐❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ ❝r♦ss❡❞ ♣❧❛♥ts ❛r❡ st✐❧❧ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ♣❧♦ts✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❤❛s ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❛t ❣r♦✉♣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦r ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✇❤❡♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②
❛♥❛❧②③✐♥❣ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❈♦① ✭✶✾✺✼✮ ❢♦r ❛♥ ❡❛r❧② r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦
❞♦ s♦✳ ❚♦❞❛②✱ s❡✈❡r❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✳

❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ❋✐s❤❡r ✭✶✾✸✺✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ s✉❜❣r♦✉♣s ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✐③❡ ✇✐t❤✐♥ t❤♦s❡ s✉❜❣r♦✉♣s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s
✐♠♣r♦✈❡s ✏❜❛❧❛♥❝❡✑ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ✐t ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧
✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts✿ ❲✐t❤ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛♥❞ ❛r❡
♥❡✈❡r r❡❛❧❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤✐s
♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r♦✉♣s✳

✶❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s r❛t❤❡r ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r✉❧✐♥❣ ♦✉t ✐♠❜❛❧❛♥❝❡✳

✶



P❛✐r✇✐s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♦❢t❡♥ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣s
❝♦♥s✐st ♦❢ ♦♥❧② t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤❡ s✉❜❣r♦✉♣s✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛✐rs✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❝r❡❛t❡❞✷ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡✳❣✳
✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚✇♦
t②♣❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✿ ❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭■♠❛✐✱ ❑✐♥❣✱ ❛♥❞
◆❛❧❧✱ ✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭●r❡❡✈②✱ ▲✉✱ ❙✐❧❜❡r✱ ❛♥❞ ❘♦s❡♥❜❛✉♠✱ ✷✵✵✹❀
▲✉✱ ●r❡❡✈②✱ ❳✉✱ ❛♥❞ ❇❡❝❦✱ ✷✵✶✶✮✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ♠❛♥②✱ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤✉s ❡❧✐♠✐♥❛t❡s s♦♠❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤♦✇❡✈❡r ❝♦♠❡s ❛t
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✈❛r✐❛♥❝❡s ✭❡✳❣✳
❆❜❛❞✐❡ ❛♥❞ ■♠❜❡♥s✱ ✷✵✵✻❀ ■♠❜❡♥s✱ ✷✵✶✶❀ ❑❧❛r ❛♥❞ ❉♦♥♥❡r✱ ✶✾✾✼✮✳ ❋✉rt❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡
✇❤❡♥ ❛ttr✐t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ♦r ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ❝❧✉st❡r ❧❡✈❡❧✿ ❋♦r ❡✈❡r② ✉♥✐t ✕ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♠❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✕ ❞r♦♣♣✐♥❣ ♦✉t
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐ts ♣❛✐r s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧♦✇❡rs s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛✇❛r❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡①t❡♥❞
♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛r♠s✳ ❆❧s♦✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐ts ✐s ❡✈❡♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❇r✉❤♥
❛♥❞ ▼❝❑❡♥③✐❡ ✭✷✵✵✾✮✱ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ♦❢ ✸✵✵ ✉♥✐ts r❛♥ s❡✈❡r❛❧
❞❛②s✱ s♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ✐❢ t✐♠❡ ✐s s❝❛r❝❡✳
❙❡✈❡r❛❧ s♦ ❝❛❧❧❡❞ r❡r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ✕ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡✲

♦r❡t✐❝❛❧ ♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢
r❡r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ ♣✐❝❦ ❛ r❛♥❞♦♠ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ s♦♠❡ ✇❛②✱ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐t ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❛♥❞ r❡r❛♥❞♦♠✐③❡ ✉♥t✐❧ t❤✐s ❝r✐t❡r✐❛ ♠❡❡ts s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦
❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♦r r❡r❛♥❞♦♠✐③❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛♥❞ ❝❤♦s❡ t❤❡ ❜❡st ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ❛❧s♦ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❥✉❞❣♠❡♥t ✐s ✉s❡❞
✭❇r✉❤♥ ❛♥❞ ▼❝❑❡♥③✐❡✱ ✷✵✵✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✕ t❤❡ ♦♥❡ ❜② ▼♦r❣❛♥ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥ ✭✷✵✶✷✮ ✕ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ st♦♣ t❤❡ r❡r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛❞✲❤♦❝ t❤r❡s❤♦❧❞s s✉❝❤ ❛s ♣✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✲✈❛❧✉❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t✱
❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦♥❧②✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❣♥♦r✐♥❣ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ s❡❡❦ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥✳ ■rr❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛✇❛r❡ ♦❢ ❛ s♦❢t✇❛r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛r♠s✳

❑❛s② ✭✷✵✶✻✮ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t
❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ❤❡ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮ ♦❢ ❛♥ ❡st✐✲
♠❛t♦r ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t
❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ▼❙❊✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s t❤❡♥ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞
❛❝r♦ss tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❜❛❧❛♥❝❡s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱
❜✉t ❛❧s♦ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳

✷◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛♥♦t❤❡r t❛s❦ ❛s t❤❡ ♦♥❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s✿ ❋✐♥❞✐♥❣
♣❛✐rs ✇❤❡♥ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❢♦r♠❡❞ ✐s✱ ❛❧s♦ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝t✱ ❜② ❢❛r ❧❡ss ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✳
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❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❑❛s② ✭✷✵✶✻✮ ❛r❣✉❡s t❤❛t ❛ ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st✐❝ ❛ss✐❣♥♠❡♥t r✉❧❡ ✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ ❛♥② r❛♥❞♦♠ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
▼❙❊✳
❉r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤♦✇❡✈❡r ❛r❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ ❛♥❞

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❚♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r
❤❛s t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦r
✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛
❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ R2 ♦❢ t❤❛t ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❛t✱ ❛
♥♦♥✲r❛♥❞♦♠ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t r✉❧❡s ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❛♥✲
❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ▲❛st❧②✱ t♦ ❞❛t❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛✇❛r❡ ♦❢ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥
❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ st❛t✐st✐❝s s♦❢t✇❛r❡✸✳

❲❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✱ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❡❛t♠❡♥ts✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❢t✲
✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛❞♦✲♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r ❙t❛t❛ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②✳ ❆♣❛rt
❢r♦♠ t❤❛t ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❛ r❡r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤
②✐❡❧❞s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳
❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❜✐❣❣❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛t ❧❡❛st ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡
t❤✐♥❦ ✐t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧②✿ ❋♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥ ❛❜✲
str❛❝t q✉❛♥t✐t② ✕ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ tr❡❛t♠❡♥t ✕ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤❡r ❤❛s t♦ ♣✐❝❦ ❛ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❣✉❡ss t❤❡ R2 ♦❢ t❤❛t r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❡✈❡♥ ❢♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞
r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❣✉❡ss ♦♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ❛ ✢❛t ♣r✐♦r✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ♥❡❛r❧② ♥♦ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡s✐❣♥ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s ✐t s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥t✐st s❡tt✐♥❣✳ ❚❤✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♠❡❛♥s t❤❛t

✇❡ ♦♥❧② ❣❡t ❛ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② r❡s✉❧t✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ t❤❡ ▼❙❊ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥②✇❛②s✱ t❤✐s ❡✈❡♥ ❝♦♠❡s ✇✐t❤♦✉t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳
❆ ♥✐❝❡ s✐❞❡ ❡✛❡❝t ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❢❛❝t♦r ♦✉t ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ t❤✉s

t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ s♣❡❝✐❢② ❛r❡ r❛t✐♦s ✕ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧
✈❛r✐❛♥❝❡s ✐s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs q✉✐❝❦❧② ❝❛♥ ❝♦♥✜r♠ ♦r
✇✐t❤❞r❛✇ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ❡❛s✐❧② ❛❞❥✉st ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❣✉❡ss ❢♦r s❝❛❧✐♥❣ ✉♣ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ tr❡❛t♠❡♥t ♦r ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡✳
❖✉r r❡s✉❧t t❤✉s ✇♦r❦s ✇✐t❤♦✉t ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♥❡❡❞❡❞

✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❞❡r✐✈❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥
✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s ❞❡s✐r❡❞❀ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ❜✉t ❝❛♥
❜❡ ❧❡❢t ❝♦♥st❛♥t ✉♥❧❡ss ❛ ❜❡tt❡r ❣✉❡ss ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❝❤♦s❡♥ ❜② ✉s✱ ❜✉t ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❛s ❧❛✐❞ ♦✉t ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✸❑❛s② ✭✷✵✶✻✮ ♣r♦✈✐❞❡s ▼❆❚▲❆❇ ❝♦❞❡✳
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❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❡✈❛♥t✱ ✇❤❡♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s
tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s✳ ❆❧s♦✱ ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥ ▼❙❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ s♦❢t✇❛r❡✱
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❝♦♥❝❡r♥✳
❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧❧♦✇s ❛ss✐❣♥✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡ ♦❢

❝♦❞❡ ✕ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❛r♠s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐ts ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❡❛t♠❡♥ts ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡✈❡♥ ♦r ✉♥❡✈❡♥✱ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❡❛t♠❡♥ts✱ ✳✳✳✮✳ ❆♥♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡ ✐s ✐ts s♣❡❡❞✿ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❣♦♦❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r
❛ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ♦❢ ✶✵✵ ✉♥✐ts ❛♥❞ ✶✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✺ ♠✐♥✉t❡s✳

■♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❜② ❇r✉❤♥ ❛♥❞ ▼❝❑❡♥③✐❡ ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♠✐♥ ▼❙❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ❛s ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦
❛ttr✐t✐♦♥ ❛s t❤❡② ❛r❡✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛❞❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ♦❢

❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ tr❡❛t✲

♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥s ✐ts
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❜② r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✷✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥ ▼❙❊ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❚r❡❛t♠❡♥t ❆ss✐❣♥♠❡♥t

✷✳✶✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❡❛t♠❡♥t ❊✛❡❝t

❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❡ ✜♥❛❧❧② ✇❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡✿ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t✲
♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❲❡ ❞♦ s♦ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲♦✉t❝♦♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❋✐s❤❡r✱ ◆❡②♠❛♥✱
❘✉❜✐♥✮✱ ❛s t❤✐s ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭■♠❜❡♥s✱
✷✵✵✹✮✳ ❆s ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ▼❙❊ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ♦✉t❝♦♠❡s✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✜t ♦✉r ♥❡❡❞s✳

❆ss✉♠❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ N ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♣✉✲
❧❛t✐♦♥✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r❛✇s ♦❢ ❛ ✭r❛♥❞♦♠✮ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉❜s❝r✐♣t
i = 1, . . . , N ❛♥❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r ✈❡❝t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦✇❡r✲❝❛s❡ ❧❡tt❡r✳
■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣ ❛♥❞

tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ♦r ♥♦t tr❡❛t❡❞ ❛t ❛❧❧ ✐❢ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
❣r♦✉♣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❚r❡❛t♠❡♥t✮✳ ❆ss✉♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ nd tr❡❛t♠❡♥ts ♥✉♠❜❡r❡❞ ❜② 1, . . . , nd ❛♥❞
❧❡t 0 ❞❡♥♦t❡ ♥♦ tr❡❛t♠❡♥t✳ ▲❡tD1, . . . , DN ❜❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ④0, 1, . . . , nd⑥✳
❚❤❡♥✱ D = (D1, . . . , DN)

⊤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ♦r tr❡❛t♠❡♥t

❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r s❤♦rt✳

✹



■rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❤❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✱
♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣r❡tr❡❛t♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❈♦✈❛r✐❛t❡s✮✳ ▲❡t X = (Xj,i)j=1,...,m;i=1,...,N ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡♥ Xi =
(X1,i, . . . , Xm,i)

⊤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i✳

❚r❡❛t♠❡♥ts ♠✐❣❤t ❛✛❡❝t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ s♦ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
♠✉❧t✐♣❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭P♦t❡♥t✐❛❧ ❖✉t❝♦♠❡✮✳ ❆ss✉♠❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ny ♦✉t❝♦♠❡s ♥✉♠❜❡r❡❞ ❜②

1, . . . , ny✳ ▲❡t Y
p
i = (Y p,k

i,t )t=1,...,nd;k=1,...,ny
❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♠❛tr✐① ❢♦r i = 1, . . . , N ✳ ❚❤❡♥ t❤❡

r♦✇ ✈❡❝t♦r Y p
i,t = (Y p,1

i,t , . . . , Y
p,ny

i,t ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i
✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t p ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳

❚❤❡s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t t ❡①✐st ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢
✇❤❡t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ tr❡❛t♠❡♥t t ♦r ♥♦t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✉♥✐t
❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❡ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♦✉t❝♦♠❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❘❡❛❧✐③❡❞ ❖✉t❝♦♠❡✮✳ ▲❡t Y r = (Y r,k
i )i=1,...,N ;k=1,...,ny

❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♠❛tr✐①

❚❤❡♥ t❤❡ r♦✇ ✈❡❝t♦r Y r
i = (Y r,1

i , . . . , Y
r,ny

i ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t ♥♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s r❡❛❧✐③❡❞ ♦✉t❝♦♠❡s✳

❚❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♦✉t❝♦♠❡s Y r
i ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧

♦✉t❝♦♠❡s ✿

Y r
i =

nd
∑

t=0

1{Di=t}Y
p
i,t = Y p

i,0 +

nd
∑

t=0

(

Y p
i,t − Y p

i,0

)

1{Di=t}.

❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✐♥ ❤❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s Y p

i,t−Y p
i,0✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝❛✉s❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t✱ ✇♦✉❧❞

❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛♥② st✉❞②✱ ❜✉t ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝t ♦❢

tr❡❛t♠❡♥t t✿
τt = E

[

Y p
i,t − Y p

i,0

]

, ❢♦r ❛❧❧ t = 1, . . . , nd,

✇❤✐❝❤ ✕ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✕ ✐s ♦❢t❡♥ s✉✣❝✐❡♥t✳
■❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ❧✐❡s ✐♥ st✉❞②✐♥❣ ❛ s✉❜♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ♣♦♦r✮✱ ♦r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✐s

♥♦t s✉r❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t ❤❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡s
♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✭■♠❜❡♥s✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥
❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❆✈❡r❛❣❡ ❚r❡❛t♠❡♥t ❊✛❡❝t✮✳ ❋♦r ❡✈❡r② tr❡❛t♠❡♥t t ∈ 1, . . . , nd✱

τt(X) = (τt,1(X), . . . , τt,ny
(X)) =

1

N

N
∑

i=1

E
[

Y p
i,t − Y p

i,0 |Xi

]

✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t t✳
❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠❛tr✐① T = (τt,k)t=1,...,nd;k=1,...ny

❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❡❢✲
❢❡❝ts✳

✺



❋♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✱ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡
♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ■♠❜❡♥s ✭✷✵✵✹✮ ♦r ❆❜❛❞✐❡ ❛♥❞ ■♠❜❡♥s ✭✷✵✵✻✮✳
❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭♦r s♦♠❡✲

t✐♠❡s ✉♥❝♦♥❢♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✱ ♠❡❛♥s t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ❣✐✈❡♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳ ■❢ t❤❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ■♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥❝❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❤♦❧❞s✱ ❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜✐❛s ✈❛♥✐s❤❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧
❣r♦✉♣ ❤❛s ❛ ❝❛✉s❛❧✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♦✈❡r❧❛♣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛s✐✲

❝❛❧❧② s❛②s t❤❛t ❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛♠♦♥❣st
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❣✐✈❡♥ t❤♦s❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■t ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥❡✈❡r ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
t❤❛t t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✐t ♠♦r❡
❧✐❦❡❧②✳ ❋♦r♠❛❧❧② ✭❆❜❛❞✐❡ ❛♥❞ ■♠❜❡♥s✱ ✷✵✵✻✮✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❖✈❡r❧❛♣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛❧✲
♠♦st ❡✈❡r② x ∈ X✱ ✇❤❡r❡ X ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ Xi ❛♥❞ i = 1, . . . , N ✱

Di ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ Y
p
i ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ Xi = x; ✭❈■❆✮

η < Pr(Di = 1 |Xi = x) < 1− η ❢♦r s♦♠❡ η > 0. ✭❖✈❡r❧❛♣✮

✷✳✷✳ ❆ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ❇❛s❡❞ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r τ̂ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ X ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

MSE(τ̂ |X) = E
[

(τ̂ − τ)2 |X
]

,

✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ▼❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥t♦ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ X✱ ❛♥❞ t❤✉s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ X✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❧❡t wd = (wd
1, . . . , w

d
nd) ❛♥❞ wy = (wy

1 , . . . , w
y
nd) ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts✳

❚❤❡♥✱ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs diag(
√
wd)(T̂ − T ) diag(

√
wy)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❙❊ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ ❛s

MSE(T̂ , wd, wy |X) = E

[

∥

∥

∥
diag(

√
wd)(T̂ − T ) diag(

√
wy)
∥

∥

∥

2

F
|X
]

,

✇❤❡r❡ ‖ · ‖F ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ♥♦r♠✮✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦rs
wd ❛♥❞ wy ✐♥❝❧✉❞❡ ✇❡✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ t✲t❤ tr❡❛t♠❡♥t ✭st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t = 0✮ ❛♥❞ k✲t❤ ♦✉t❝♦♠❡✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ ✇❡✐❣❤ts s❤❛❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ wd ❛♥❞ wy ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s 1
♦♥❧②✱ s♦ diag(wy) ❛♥❞ diag(wd) ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ny×ny ❛♥❞ nd×nd ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ wd ❛♥❞ wy ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ T ✳

✻



❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① T̂ −T ✇✐t❤ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ✐s ✕ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ✕ s✐♠♣❧② t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✏sq✉❛r❡❞✑ ✇❡✐❣❤t❡❞
❡rr♦r ♠❛tr✐①✳
❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ✭❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❋✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ S ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♠❛tr✐①✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ s❡❡❦ ❛♥
❡st✐♠❛t♦r T̂ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✿

η ∈ argmin
T̂

ST (T̂ )

= argmin
T̂

E

[

|| diag(
√
wd)(T̂ − T ) diag(

√
wy)||2F |X

]

= argmin
T̂

E

[

tr
(

diag(
√
wy)(T̂ − T )⊤ diag(wd)(T̂ − T ) diag(

√
wy)
)

|X
]

= argmin
τ̂t,k

E

[

nd
∑

t=1

wd
t

ny
∑

k=1

wy
k(τ̂t,k − τt,k)

2 |X
]

.

❆s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✱ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦✈❛r✐❛t❡s✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ✐ts ❡st✐♠❛t♦r✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ✭❊st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❈♦✈❛r✐❛t❡s✮✳ ❲❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡
tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts T̂ ❛s ✭♠❡❛s✉r❛❜❧❡✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ X✱ s♦ T̂ = m(X)✳

❲✐t❤ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❛ ❜✐t ❢✉rt❤❡r✿
❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ T̂ ✱ s♦

η ∈ argmin
T̂

ST (T̂ )

= argmin
T̂

E

[

tr
(

(T̂ − T )⊤(T̂ − T )
)

|X
]

= argmin
m(X)

tr
(

E
[

(m(T )− T )⊤(m(T )− T ) |X
])

◆♦✇✱

E((m(X)− T )⊤(m(X)− T ) |X)

= E
[

(m(X)− E[T |X] + E[T |X]− T )⊤(m(X)− E[T |X] + E[T |X]− T ) |X
]

= (m(X)− E[T |X])⊤(m(X)− E[T |X]) + E
[

(E[T |X]− T )⊤(E[T |X]− T ) |X
]

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛st s✉♠♠❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡m(X)✱ t❤❡ tr❛❝❡ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣m(X) =
E(T |X)✳
❲✐t❤ t❤❛t✱

E[T |X] ∈ argmin
T̂

ST (T̂ ).

✼



❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✲t❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① E[T |X] ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❆✈❡r❛❣❡ ❚r❡❛t♠❡♥t ❊✛❡❝t ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✮ ②✐❡❧❞s

E[τt |X] = E

[

1

N

N
∑

i=1

E
[

Y p
i,t − Y p

i,0 |Xi

]

|X
]

=
1

N

N
∑

i=1

E
[

Y p
i,t − Y p

i,0 |Xi

]

.

❚❤✐s ❤♦✇❡✈❡r ❧❡❛✈❡s ✉s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ E
[

Y p
i,t |Xi

]

❢♦r ❛❧❧ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s
t = 0, 1, . . . , nd✳

✷✳✸✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r P♦t❡♥t✐❛❧ ❖✉t❝♦♠❡s

❋♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳

▼♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

Y p,k
i,t = X⊤

i β
p,k
t + εp,ki,t , ✭✶✮

❢♦r i ∈ {i : Di = t} ❛♥❞ k = 1, . . . , ny, t = 0, 1, . . . , nd ✇✐t❤

Y p,k
i,t ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ R✱

Xi ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ m ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ R✱

βp,k
t t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m ❛♥❞

εp,ki,t ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ εp,ki,t |Xi ∼ N (0, σ2
t,k)✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ εp,ki,t ❛♥❞ εp,ki,0 ❢♦r i = 1, . . . , N, k = 1, . . . , ny ❛♥❞
t = 1, . . . , nd✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❛ ✏❜❛s❡✑ ✈❛r✐❛♥❝❡✿ σ2

t,k = st,kσ
2
0,k

❛♥❞ σ2
0,k = s0,kσ

2
0 ❢♦r s♦♠❡ σ2

0 > 0✳

■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ▲❡t t❤❡ s✉❜♠❛tr✐① Xt ♦❢ X ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ t✱ t❤❛t ✐s

Xt := (Xi1 , Xi2 , . . . , Xint
), {i1, i2, . . . , int

} ∈ {i : Di = t}.

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉❜✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ k✲t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡

Y p,k
{Di=t},t := (Y p,k

i1,t
, Y p,k

i2,t
, . . . , Y p,k

int ,t
)T

❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✉❜✈❡❝t♦r ♦❢ ❡rr♦r t❡r♠s

εp,k{Di=t},t := (εp,ki1,t
, εp,ki2,t

, . . . , εp,kint ,t
)T ,

✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ {i1, i2, . . . , int
} = {i : Di = t}✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❢♦r ❛❧❧ t ❛♥❞ k

✐♥ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥✿

Y p,k
{Di=t},t = Xt

⊤βp,k
t + εp,k{Di=t},t. ✭✷✮

✽



❋♦r t❤✐s ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ βp,k
t ❢♦r ❛❧❧ t =

0, 1, . . . , nd ❛♥❞ k = 1, . . . , ny ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

β̂p,k
t = (XtXt

⊤)−1XtY
p,k
{Di=t},t, ✭✸✮

❛♥❞ ❢✉rt❤❡r✿
β̂p,k
t − βp,k

t ∼ N (0, σ2
t,k(XtXt

⊤)−1).

✷✳✸✳✶✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❣❡t

E
[

(τ̂t,k − τt,k)
2 |X

]

= E





(

1

N

∑

i

(

Ŷ p,k
i,t − Ŷ p,k

i,0

)

− 1

N

∑

i

(

E
[

Y p,k
i,t |Xi

]

− E
[

Y p,k
i,0 |Xi

])

)2

|X





=
1

N2
E





(

∑

i

XT
i

((

β̂p,k
t − βp,k

t

)

−
(

β̂p,k
0 − βp,k

0

))

)2

|X





=
1

N2

∑

i

XT
i

(

Cov
(

β̂p,k
t − βp,k

t |X
)

+ Cov
(

β̂p,k
0 − βp,k

0 |X
))

∑

i

Xi

=
1

N2

∑

i

XT
i

(

σ2
t,k(XtXt

⊤)−1 + σ2
0,k(X0X0

T )−1
)

∑

i

Xi,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠s εp,ki,t ❛♥❞ εp,ki,0 ✳
❋♦r ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ✇❡ ❣❡t

ST (T̂ ) =
σ2
0

N2

∑

i

XT
i

[

∑

k

{

wy
ks0,k

(

∑

t

wd
t st,k

(

XtXt
T
)−1

+ ‖ wd ‖1
(

X0X0
T
)−1

)}]

∑

i

Xi

∝ 1

N2

∑

i

XT
i

[

‖ w̃y ‖1‖ wd ‖1
(

X0X0
T
)−1

+
∑

k

{

w̃y
k

(

∑

t

w̃d
t

(

XtXt
T
)−1

)}]

∑

i

Xi,

✇❤❡r❡ ‖ · ‖1=
∑ | · | ✐s t❤❡ 1✲♥♦r♠ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs

❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ w̃y
k = wy

ks0,k ❛♥❞ w̃d
t = wd

t st,k✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r

✾



❛❧❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❛♥② ✇❡✐❣❤ts
s✐♠♣❧✐✜❡s t❤✐s r❡s✉❧t t♦

ST (T̂ ) ∝
ny

N2

∑

i

XT
i

[

nd

(

X0X0
T
)−1

+
∑

t

(

XtXt
T
)−1

]

∑

i

Xi. ✭✹✮

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐❢ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ❣♦♦❞ ❣✉❡ss ✇❤②
❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
t❤❛t tr❡❛t♠❡♥t t t❤❛t ♠❛✐♥❧② ❛✐♠s ♦♥ ♦✉t❝♦♠❡ k ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s♦
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳
❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ❜② ❑❛s② ✭✷✵✶✻✮✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛♥②

✭❛❜s♦❧✉t❡✮ ✈❛❧✉❡s✿ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r βp,k
t ✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦

s♣❡❝✐❢② ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❛ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✕ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✕ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r
✈❡❝t♦r ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ k ❛♥❞ t✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ R2 ❢♦r
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛♥❝❡❀ ✐♥st❡❛❞✱ ♦♥❡
❝❛♥ s✐♠♣❧② s♣❡❝✐❢② r❡❧❛t✐✈❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✳

✷✳✹✳ ❆♥ ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✮ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r P♦t❡♥t✐❛❧ ❖✉t❝♦♠❡s

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❝r♦ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦
s♣❡❝✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t
❣r♦✉♣ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✿ t❤❡② ♦♥❧② ❞✐✛❡r ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❝♦✈❛r✐❛t❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❛❦✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠❡❛♥s ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr❡❛t♠❡♥t t ✇❡
s♣❡❝✐❢② ❛ ❧✐♥❡❛r✱ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Yt =
[

Zt Wt

]

[

τt
βt

]

+ ε,

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t t ♦❢ Yt✱ Zt ❛♥❞ Wt ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t r♦✇ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢
{i : Di = t∨Di = 0}✳ Yt ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ♦r tr❡❛t♠❡♥t
❣r♦✉♣ t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Zt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t st❛t✉s✱ ✇✐t❤ Zi,t = 1{Di=t} ❢♦r t❤♦s❡ ✐♥
tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ t ❛♥❞ Zi,t = −1{Di=0} ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✳ W ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡
✈❡❝t♦rs X⊤

i ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✳
■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ τt ✐s ❤❛❧❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳
❯♥❞❡r ●❛✉ss✲▼❛r❦♦✈ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭❛❞❞✐t✐✈❡ ❡rr♦rs✱ t❤❛t ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥

Wt ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✱ t❤❡ ▼❙❊ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦

1/Z⊤
t PtZt ✇✐t❤ Pt = I −Wt

(

W⊤
t Wt

)−1
W⊤

t ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❢♦r W⊤
t Zt = 0 ✭●r❡❡✈② ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✹✮✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛❝r♦ss tr❡❛t♠❡♥ts ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
✐♠♣♦s✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡

S∗
T (T̂ ) ∝

∑

t

1/Z⊤
t PtZt. ✭✺✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ●r❡❡✈② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢
tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳

✶✵



✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙t✉❞②

✸✳✶✳ ❙t✉❞② ❉❡s✐❣♥✿ ❚r❡❛t♠❡♥t ❆ss✐❣♥♠❡♥t ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ❉❛t❛

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ r❛♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♦♥❡s✳
❲❡ ❞✐❞ s♦ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❇r✉❤♥ ❛♥❞ ▼❝❑❡♥③✐❡ ✭✷✵✵✾✮✱ ❇❑ ❢r♦♠ ❤❡r❡♦♥✳
❇❑ ❝♦♠♣❛r❡ ✜✈❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ♣❛✐r✇✐s❡

❣r❡❡❞② ♠❛t❝❤✐♥❣✱ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✇♦ r❡r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✮ ✇❤❡♥ ✏❜✉✐❧❞✐♥❣✑ ♦♥❡
tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✏❜❛❧❛♥❝❡✑ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ✏✉♥♦❜✲
s❡r✈❛❜❧❡✑ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✳
❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s st✉❞② ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛r♠s✳
■♥ t❡r♠s ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣

❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ♠✐♥ ▼❙❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
❚♦ r✉❧❡ ♦✉t t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♥❧② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛s❡t ♦r s❛♠♣❧❡

s✐③❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❑✳
❚❤✉s✱ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞❛t❛s❡ts✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝r❡❞✐❜❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞
❛❧s♦ ❛❞❞ ✐♥s✐❣❤ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✳✶✳✶✳ ❉❛t❛

❚❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❜② ❇❑
❢♦r r❡❛s♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t②✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛s❡ts✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts✳
❚❤❡ ✜rst ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❞❛t❛ ❛❜♦✉t ♠✐❝r♦❡♥t❡r♣r✐s❡s ✐♥ ❙r✐ ▲❛♥❦❛ ❛♥❞ ✐s ❢r♦♠ ❛♥

❛❝t✉❛❧ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② ❉❡ ▼❡❧✱ ▼❝❑❡♥③✐❡✱ ❛♥❞ ❲♦♦❞r✉✛ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ✜r♠s✬ ♣r♦✜ts✱ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛❜♦✉t ✜r♠ ❛♥❞ ♦✇♥❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛t t✐♠❡
♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ st✉❞② ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■t ✐s ❡✐t❤❡r ✉s❡❞ ❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦r tr❡❛t❡❞ ❛s
✏✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✑ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ❛❢t❡r tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡t❤♦❞s ♦♥ ✏✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✑✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✉❜s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ▼❡①✐❝❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t s✉r✈❡② ✭❊◆❊✮✱

✇❤❡r❡ ✇❡ t♦♦❦ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s ❛s ❇❑✳ ■♥ t❤✐s ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r
✉s ✐s ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❡❛❞s✱ t❤❛t ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡ ✷✵ ❛♥❞ ✻✺ ✇❤❡♥
t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ✷✵✵✷✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥❝❧✉❞❡s ❢✉rt❤❡r
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛❜♦✉t t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ✉s❡❞ ❡✐t❤❡r
❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦r ❛s ✏✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✑✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❞❛t❛s❡t ✉s❡s s✉❜s❛♠♣❧❡s ♦❢ t✇♦ ✇❛✈❡s ✭■❋▲❙ ✷ ❛♥❞ ■❋▲❙ ✸✮ ♦❢ t❤❡ ■♥❞♦♥❡s✐❛♥

❋❛♠✐❧② ▲✐✈❡ ❙✉r✈❡② ✭■❋▲❙✮✹✿ ❚❤❡ ②❡❛r ✶✾✾✼ ✭■❋▲❙ ✷✮ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠

✹❙❡❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r❛♥❞✳♦r❣✴❧❛❜♦r✴❋▲❙✴■❋▲❙✳❤t♠❧✳

✶✶



✷✵✵✵ ✭■❋▲❙ ✸✮ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✲✉♣✳ ❲❡ ♦♥❧② ✉s❡ ❞❛t❛ ♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❢r♦♠
t❤✐s s✉r✈❡②✺✳
❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❞❛t❛s❡t ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❊❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t ✐♥ P❛❦✲

✐st❛♥✱ ✉s❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ❆♥❞r❛❜✐✱ ❉❛s✱ ❛♥❞ ❑❤✇❛❥❛ ✭✷✵✶✺✮✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ❝❤✐❧❞ ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❛t❛✱
❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ♠❛t❤ t❡st s❝♦r❡s ❛♥❞ ③ ✲s❝♦r❡s ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛❣❡❞ ✽
t♦ ✶✷ ❛t ❜❛s❡❧✐♥❡✳

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✸✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♠❡t✐♠❡s ❞✐✛❡r❡❞
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❣r♦✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✿ ■♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✜r♠s✬ ♣r♦✜t✱ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ s✉❜s❛♠♣❧❡✱
❛r♦✉♥❞ ✻ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s❀
❢♦r t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✶✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐t ✇❛s ✶✽ ♣❡r❝❡♥t✳
❆ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼❡①✐❝❛♥ ❞❛t❛✿ r♦✉❣❤❧② ✼ ❛♥❞ ✸✷ ♣❡r❝❡♥t

✭❢♦r t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✸✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡ ✉s❡❞✳
■♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✭■♥❞♦♥❡s✐❛♥ ❋❛♠✐❧② ▲✐✈❡ ❙✉r✈❡②✮✱ t❤✐s s❤❛r❡ ✇❛s

r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ s✉❜s❛♠♣❧❡s ✭✸✶✴✷✽ ✪✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❤ t❡st
s❝♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ P❛❦✐st❛♥ ✭✹✻✴✹✽ ✪✮✳
■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❊❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t ✐♥ P❛❦✐st❛♥✱

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ❤❡✐❣❤t ③✲s❝♦r❡s✱ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ s✉❜s❛♠♣❧❡ ❛♥ ❡✈❡♥
❤✐❣❤❡r s❤❛r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✶✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭✻✹✴✺✶ ✪✮✳
❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞r❛✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛ ✏✉♥✐✈❡rs❡✑✳

❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ❛s
✇❡❧❧✻✳

✸✳✶✳✷✳ ❚r❡❛t♠❡♥t ❆ss✐❣♥♠❡♥t ▼❡❝❤❛♥✐s♠s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦r tr❡❛t♠❡♥t
❣r♦✉♣s ❜❡❢♦r❡ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
s✉r✈❡② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❇❑✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥s❡♥t ❛❜♦✉t ❤♦✇ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡
❞♦♥❡✱ ❡✈❡♥ ❛♠♦♥❣ ❡①♣❡rts ✐♥ ✜❡❧❞ r❡s❡❛r❝❤✳ ❆❧s♦ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❛ ❝❧❡❛r
❛♥s✇❡r ✐s ♠✐ss✐♥❣❀ s❡❡ ❡✳❣✳ ■♠❜❡♥s ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r ❛ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

❚♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❇❑✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ▼❙❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✭st✐❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✮ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ♥❜♣▼❛t❝❤✐♥❣ ✭▲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱
❣♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●r❡❡✈② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✳

✺❇❑ ❛❧s♦ ✉s❡ ❞❛t❛ ♦♥ s❝❤♦♦❧✐♥❣ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❢r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛s❡t✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡♣♦rt r❡s✉❧ts ❢♦r
t❤✐s ❞❛t❛s❡t ✐♥ ❛❧❧ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❡
❧✐♠✐t❡❞ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛✳

✻❆ ❙t❛t❛ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦r✳

✶✷



❲❡ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦✈❡r t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛♥❞
❞✐s❝✉ss ✇❡❛❦♥❡ss❡s ❛♥❞ str❡♥❣t❤s✿

P✉r❡ ❘❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧② ✐s ✢✐♣♣✐♥❣ ❛ ❝♦✐♥ ❛♥❞
❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛ s✉❜❥❡❝t t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
✉♣♣❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥ s❤♦✇s ❤❡❛❞s ♦r t❛✐❧s✳ ❚❤✐s ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✭r♦❧❧✐♥❣
❛ ❞✐❝❡✱ ✳✳✳✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥
✐♥ t❤❡ ♠♦st r❡♠♦t❡ ✜❡❧❞ r❡s❡❛r❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❢❛✐r❡st ♠❡t❤♦❞ ❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳
❲❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ✐ss✉❡s ♦❢ s❡❧❢ s❡❧❡❝✲

t✐♦♥ ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❜❡ r✉❧❡❞ ♦✉t✼ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞r❛✇ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❣r♦✉♣s ✐❞❡❛❧❧② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥✲

t✐❝❛❧ s♦ t❤❛t ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣s ❛❢t❡r tr❡❛t♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦♥❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♠❡❛♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ❛❧❧♦✲
❝❛t❡❞ ❣r♦✉♣s ❛❝r♦ss ✷✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t✲t❡st ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✺✪✱ ✇❡
❤❛✈❡ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❢♦r ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✳
❋✉rt❤❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❛t ❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s ❛t ❛❧❧✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s❀ t❤✐s ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡♥ s✉❜❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞❡s✐r❡❞ t♦ st✉❞② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts✳

❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❜❧♦❝❦✐♥❣✮ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦
❋✐s❤❡r ✭✶✾✸✺✮✳ ■ts ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❜❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❧❡
✐❞❡❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ s✉❜❣r♦✉♣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦❜✲
s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❝♦✈❛r✐❛t❡s✮ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✐③❡ ✇✐t❤✐♥ t❤♦s❡ s✉❜❣r♦✉♣s✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤♦✇❡✈❡r ✐s✱ t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧②✱ ❛♥❞

t❤❛t str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢
✺✵ ✉♥✐ts✱ ✇❤❡r❡ s✉❜❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛❣❡✱ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❣❡♥❞❡r ✐s ❞❡s✐r❡❞✳ ■❢ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤r❡❡
❝❛t❡❣♦r✐❡s ❢♦r ❛❣❡ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ✶✽ str❛t❛✱ ✇❤❡r❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ✸ ♣❡rs♦♥s ❛r❡ ✐♥
♦♥❡ ❣r♦✉♣✳ ❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤✉s ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❛♠♣❧❡
s✐③❡✳
❆❧s♦✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ str❛t❛ r❡q✉✐r❡s ❡①♣❡rt✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ t♦

st✉❞②✳
❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥♦t❤❡r ❞r❛✇❜❛❝❦✿ ❉✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s❡ ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥✱ ✐❢ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❛t❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡✳
❚❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥❞✉❝t tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✉s✐♥❣ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s✱ ❡✳❣✳ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐t t❛❦❡s
♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ♣✉r❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ str❛t✐❢② ♦♥ ✭♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t♦

❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✮✱ ❛ ❝❧❡❛r r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✼❚❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ s♣❧✐t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ❞✐✛❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

✶✸



t❤❛t ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ ❢♦r s✉❜❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
st❛t✐st✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ❜✐❣❣❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐ts ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡✳
❙✐♥❝❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ q✉✐t❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❛tt❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ❢r♦♠ ❇❑ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡

str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳

P❛✐r✇✐s❡ ▼❛t❝❤✐♥❣ P❛✐r✇✐s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱
✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ ✉♥✐ts ♣❡r str❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦r t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✳ ❋♦r♠✐♥❣ ♣❛✐rs ❤♦✇❡✈❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
♥♦♥✲❜✐♣❛rt✐t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✽✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r

tr❡❛t♠❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳ ■t ✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❢❛✐r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧❡❛r ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ❡①♣❧❛✐♥✳ ❙✉❜❣r♦✉♣
❛♥❛❧②s✐s ❤♦✇❡✈❡r ✐s ♥♦t ❡♥s✉r❡❞ ✐♥ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♠♦❞❡r❛t❡ s✐③❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❛❧❛♥❝❡✳
❚❤❡ ❜✐❣❣❡st ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ttr✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❆❜❛❞✐❡ ❛♥❞ ■♠❜❡♥s ✭✷✵✵✻✮ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r
❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ✏✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✐❛s t❡r♠ ✇❤♦s❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♦r❞❡r
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛t❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✑✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♥♦t N1/2 ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ■♠❛✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮
❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✱ ❜✉t t❤❡② r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥♦t
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳ ■♠❜❡♥s ✭✷✵✶✶✮ ✇r✐t❡s✱ t❤❛t ✏t❤✐s ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡ ✐❢ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts ✈❛r② ❜② ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳ ■♥ str❛t✐✜❡❞ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ str❛t❛ s❤❛r❡s✱ s♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❛t t♦ ♣❛✐r❡❞ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t♦ ❛❧s♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳✑ ■♥ ❝♦♥tr❛st
t♦ t❤✐s✱ ❇❑ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ♣❛✐r ❞✉♠♠✐❡s✱ ❜✉t ♥♦t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥
❝♦✈❛r✐❛t❡s✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ttr✐t✐♦♥✱ ■♠❛✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ♥♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣✱

t❤❛t ❢♦r ❛ ✉♥✐t t❤❛t ❞r♦♣s ♦✉t✱ ✐ts ♣❛✐r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡
❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ✉♥✐t ❞r♦♣♣✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐ts ♣❛✐r ❛❧s♦ ❤❛s t♦ ❜❡
❞✐s❝❛r❞❡❞✱ ❛s t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇❡r s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ♣♦✇❡r✳
❖♥❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❇❑ ♥♦t❡

t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✸✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ✏♦♣t✐♠❛❧ ❣r❡❡❞② ♠❛t❝❤✐♥❣✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦♦❦ s❡✈❡r❛❧
❞❛②s t♦ r✉♥✳ ❚❤✉s q✉✐❝❦❧② t❡st✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❥✉st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ s❡tt✐♥❣✳

✽◆♦t❡✱ t❤❛t ❢♦r♠✐♥❣ ❣r♦✉♣s t❤❛t ♠❛t❝❤ ✭♥♦♥✲❜✐♣❛rt✐t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✮ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦ t❤❛♥ ✜♥❞✐♥❣ ♠❛t❝❤❡s
✐♥ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ❣r♦✉♣s ✭❜✐♣❛rt✐t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦t ❛❧❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ s♦❢t✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳

✶✹



❇❑ ❛♣♣❧② ❛ ✏♦♣t✐♠❛❧ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✑ ❧❛✐❞ ♦✉t ✐♥ ■♠❛✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❤♦ ❛r❡ str♦♥❣
❛❞✈♦❝❛t❡s ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✉s✐♥❣
t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛✐rs ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣❛✐rs t❤❡ t✇♦ ✇✐t❤
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞✐st❛♥❝❡❀ t❤♦s❡ t❤❡♥ ❛r❡ t❛❦❡♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉♥✐ts t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✏♥❛✐✈❡✑ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤❡ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●r❡❡✈②

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❇❑ ♥♦t❡ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
st✉❞② ❜② ❇❑ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞✱ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❛s r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ♥❜♣▼❛t❝❤✐♥❣ ❀ s❡❡ ▲✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❲✐t❤ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ✏♦♣t✐♠❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜② ❢❛r ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ✏♦♣t✐♠❛❧ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✑
✉s❡❞ ✐♥ ❇❑✳
❲❡ ✉s❡ ❜♦t❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r st✉❞②✳

❘❡r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ❆ r❡r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛♥② ♠❡t❤♦❞ t❤❛t
♣❡r❢♦r♠s ❛ s♦♠❡❤♦✇ r❛♥❞♦♠ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ r❡♣❡❛ts t❤✐s st❡♣ ✉♥t✐❧ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❡✐t❤❡r ❜❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦r ❛
st❛t✐st✐❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦r ❡✈❡♥ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❥✉❞❣♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ✏❜❡st✑ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
✐s ❝❤♦s❡♥❀ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦r♠❛❧❧② t❤❡ ✜rst t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❦❡♣t✳ ■♥ t❤✐s
s❡♥s❡✱ t❤❡ ✏❜❡st✑ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✳
❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ✐s ❡✳❣✳ t❤❡ ♠✐♥ ♠❛① t✲st❛t ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✶✵✵✵

r❛♥❞♦♠ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ♠❛❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ t✲st❛t✐st✐❝ ♦♥
❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❆ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ✐s t❤❡ ✏❜✐❣ st✐❝❦✑ ♠❡t❤♦❞
✐♥ ❇❑✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥❡✇ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❞r❛✇♥ ✐❢ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠❡❛♥s ❜❡t✇❡❡♥
tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❆ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❜② ▼♦r❣❛♥ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥ ✭❡✳❣✳ ✷✵✶✷✱ ✷✵✶✺✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡
✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳
❖♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❇❑ ✇r✐t❡✿ ✏❬❚❤❡②❪ ♠❛② ♦✛❡r ❛ ✇❛② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❡❛t♠❡♥t
❣r♦✉♣s ♦❢ ✉♥❡q✉❛❧ s✐③❡s✳✑ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡
♠♦st ✢❡①✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❤❡r❡❛s ♣❛✐r✇✐s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♥❧② t✇♦ ❣r♦✉♣s ❛♥❞
str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♥❧② ❛ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥✱ r❡r❛♥✲
❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✕ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✕ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ❜♦t❤✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❝❛s❡s ♦❢ ✉♥❡q✉❛❧ s✐③❡s ♦❢ s✉❜❣r♦✉♣s ♦r tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s✳ ❆s ✇✐t❤
♣❛✐r✇✐s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ s✉❜❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t ❡♥s✉r❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❢ ❡♥♦✉❣❤ ✉♥✐ts ♦❢ ❛
s✉❜❣r♦✉♣ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✳ ■❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛r❡
♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ s✐③❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❛t s✉❜❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

▼✐♥ ▼❙❊ ▼❡t❤♦❞ ❚❤❡ ▼✐♥ ▼❙❊ ▼❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❞r❛✇♥✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞r❛✇s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠✮ ❢r♦♠

✶✺



❡❛❝❤ ♦t❤❡r✿ ●✐✈❡♥ ❛ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ❛ ♥❡✇ ♦♥❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠❧② ❡①❝❤❛♥❣✲
✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t st❛t✉s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ❦❡♣t ♦r ✇✐t❤❞r❛✇♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
▼✐♥ ▼❙❊ ♠❡t❤♦❞ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ r❡r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳
❋✉rt❤❡r✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ▼♦r❣❛♥ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥ ✭✷✵✶✷✮✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛

r❡r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ ♠❡❛s✉r❡✳
❋♦r t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❡❛t♠❡♥t
❣r♦✉♣s✾ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② s♦❢t✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✳✷✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❚r❡❛t♠❡♥t ❆ss✐❣♥♠❡♥t ▼❡❝❤❛♥✐s♠s

✸✳✷✳✶✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❇❛❧❛♥❝✐♥❣

❋♦r ❡✈❡r② tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥ ❛s ❇❑✳
❚❤❡② ❛❧✇❛②s ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ ❛❞❞ s✐① ♦t❤❡r
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡
♦♥❧② s✉❜s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ st✉❞② r❡❣❛r❞✐♥❣ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts ♦♥❧② ✈❛❣✉❡❧②✱ s✐♥❝❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❡st❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤✉s ❤❛✈✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❝❤❛♥❝❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥ t❤♦s❡ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❋♦r t❤❡ ♥❡✇❧② ❛❞❞❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s

❢♦r ❣r❡❡❞② ♠❛t❝❤✐♥❣✿ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❛♥❞ s✐① ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❋♦r t❤❡ ❡①❛❝t r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❇r✉❤♥ ❛♥❞

▼❝❑❡♥③✐❡ ✭✷✵✵✾✮✳

✸✳✷✳✷✳ Pr❡✲❚r❡❛t♠❡♥t ❇❛❧❛♥❝❡

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ❇❑ ❢♦r t❤❡
❝❛s❡s ♦❢ ♦♥❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛r♠✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞♦ s♦
❢♦r s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥
❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ♦✉t❝♦♠❡s ✐s r❛t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❜❛s❡❞
tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ♣❛♥❡❧ st✉❞✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s st✉❞②✳
❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦ ♥♦t st✉❞② ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳
❋♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛r♠s✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ✉s❡❞ ❜② ❇❑ ✐♥ ❛

s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛②✳

❇❛❧❛♥❝❡ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛r♠ ❚♦ ❛ss❡ss ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✱ ❇❑ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠❡❛♥s

✾❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ✈❛❣✉❡❧② ♥❛♠❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡✐r ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❢♦r♠❛❧❧②
❧❛②✐♥❣ ♦✉t t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t✳

✶✻



❢♦r ♦♥❡ ❞r❛✇✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✬s st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❖❢ ❛❧❧ ❞r❛✇s✱ t❤❡② t❤❡♥
❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡♣♦rt t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡
✾✺✪ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✭❛❜s♦❧✉t❡✮ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❣r♦✉♣ ♠❡❛♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
t❤❡② ♣❡r❢♦r♠ ❛ t✲t❡st t♦ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ③❡r♦✱ ❛♥❞ r❡♣♦rt t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❞r❛✇s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡✳

❇❛❧❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛r♠ ❋✐rst✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛❜♦✈❡ ❛r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡
s❤❛r❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✱ ♦✈❡r❛❧❧ ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t✳ ❋♦r ❛ss❡ss✐♥❣
t❤❡ ✾✺✪ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✜rst t❤❡ ✾✺✪ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❛s ✾✺✪
q✉❛♥t✐❧❡✳

❇❛❧❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s❡✈❡r❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❛r♠s ❲❤❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧✲
❛♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❛r♠s✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡✈❡r❛❧
tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣s ❜❡❢♦r❡ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢
✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞r❛✇s ✐s ♦♥❡ ♦♣t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛✈✲
❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠❡❛♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
❣r♦✉♣ ✐♥ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ♦♥❡ ❞r❛✇✳ ❲❡ t❤✐♥❦ ❜♦t❤ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❜♦t❤✳

✹✳ ❘❡s✉❧ts

❆❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✶✵✱✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✇❤✐❝❤
✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ❣r❛♣❤s ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❛♣t✐♦♥✳ ❋♦r s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✱
✇❤❡r❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ❣r❛♣❤s ✐♥
❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ ❖♥❡ ❚r❡❛t♠❡♥t ●r♦✉♣ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❇❑✿ ❯♥✐ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ✉♣ t♦ s❡✈❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ❇❑ ♦♥❧② r❡♣♦rt t❤❡
❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❢♦r t✇♦ ❞❛t❛s❡ts✱ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ r❡✲
❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✑✱ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❜✉t ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳
❇❛❧❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✏❣r♦✉♣✲✇✐s❡✑ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳
❋✐❣✉r❡s ✶ ❛♥❞ ✷ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❣r♦✉♣ ♠❡❛♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❢♦r t❤❡ ✜✈❡ ❞❛t❛s❡ts
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ✸✵ ❛♥❞ ✶✵✵✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛♥❡❧s✿ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧
s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❣r♦✉♣ ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ ✾✺✪ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢
t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❞r❛✇s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢
❛ t✲t❡st ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❣r♦✉♣ ♠❡❛♥s ✇❛s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✵✳✶✳
❋♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ r❡s✉❧ts ❛r❡

✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ❇❑✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❣r❡❡❞② ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧②

✶✼



❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r✉♥ t❤❡ s❝r✐♣ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦✲✜❧❡ ❢♦r
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❡❞② ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❇❑✳
❚❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✕ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥ ▼❙❊

♣r♦❝❡❞✉r❡ ✕ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥
❇❑✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t ✏♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❧❡❛❞ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡✑✳
■♥ t❡r♠s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥ ▼❙❊ ♣r♦❝❡✲

❞✉r❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✿ ❋♦r ❢♦✉r ♦❢ ✜✈❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❧❧ ✉♥♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡s✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ③❡r♦ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐❣✐t ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✐♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ♠✐♥ ▼❙❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♠♦st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
♠❛ss ❛t ✵ ❛♥❞ t❤✐♥ t❛✐❧s✳ ❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ s✉♣❡r✐♦r ✐♥ ♦♥❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❤❡r❡ ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐s st✉❞✐❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ♣❛✐r✇✐s❡ ❣r❡❡❞② ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❜❛❧❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ③✲s❝♦r❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❣r♦✉♣ ♠❡❛♥s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② t❤❡ ✾✺✪
q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❣r♦✉♣ ♠❡❛♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢ t❛❜❧❡ ✶✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
✐♥ t❤✐s ♣❛♥❡❧✱ ♥♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✜❣✉r❡s t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r✳
❈♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ❜② ❇❑✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✱

❜❛❧❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❣r♦✉♣
♠❡❛♥s ❢♦r t❤❡ ❜✐❣❣❡r s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ❛r❡ ♠♦st❧② ♥❡❛r❧② ❤❛❧❢ ❛s ✇✐❞❡ ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ✜♥❞✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤

❇❑✱ ♥♦ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s❀ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧✐tt❧❡
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ♦✉t❝♦♠❡s ✭▼✐❝r♦❡♥t❡r♣r✐s❡ ♣r♦✜ts ✐♥ ❙r✐ ▲❛♥❦❛ ❛♥❞ ■♥❞♦♥❡s✐❛♥
❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✜❣✉r❡s✮✳ ❋♦r t❤❡ ❜✐❣❣❡r s❛♠♣❧❡ s✐③❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❤❛r❞❧② ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦✈❛r✐❛t❡ ❜❛s❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❜❡st ✐♥ ❡✈❡r②

❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❆❧s♦✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇✱ ♥♦♥❡
♣❡r❢♦r♠s ✐♥❢❡r✐♦r t❤❛♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤r♦✉❣❤♦✉t✳ ■♥ ♠♦st ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ❡✐t❤❡r ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦r t❤❡ ♠✐♥ ▼❙❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
❆❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❡①tr❡♠❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②
✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇✳

❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❚r❡❛t♠❡♥t ❆r♠s ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s ❛♥ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✭✈❛r✐❛♥ts ♦❢✮ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s ❛r❡ t❡st❡❞✳ ■♥ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡r❡
✐s ♦♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♣❧❛❝❡❜♦ tr❡❛t♠❡♥t ♦r ♥♦ tr❡❛t♠❡♥t ❛t ❛❧❧ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧
tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s✳ ❯♥✐ts s❤❛❧❧ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s
✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛❧❧ ❣r♦✉♣s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳
❋♦r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡♥✬t ❢♦✉♥❞ ❛♥② s♦❢t✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱

s♦ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠✐♥ ▼❙❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇✳
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Math test score (Pakistan)
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Height z−score (Pakistan)

minMSE (Max) Random Draw (Max)

minMSE (Mean) Random Draw (Mean)

◆♦t❡✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♣ ♠❡❛♥s
✐♥ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✬♠❛①✬ s❤♦✇s t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣st t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t
❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✬♠❡❛♥✬ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣st t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❣r♦✉♣ ♠❡❛♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣
✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❡❛t♠❡♥ts t♦ ❛ss✐❣♥❀ s❛♠♣❧❡
s✐③❡✿ ✶✵✵✵✳
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❋♦r t❤❡ ❣r❛♣❤s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣ ♠❡❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ♠❡❛♥ ♦❢ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡
❞r❛✇✳ ❲❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦✈❡r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♦♥❡ ❞r❛✇ ❛♥❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜②
❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ♠❡❛♥ ♦r ♠❛①✐♠❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡ ❜② t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✳ ❇♦t❤ ❧✐♥❡s✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞
♦♥❡✱ st❛rt ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t✱ ❛s ❢♦r ♦♥❧② ♦♥❡ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ❣r♦✉♣ ♠❡❛♥s ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳
❲❡ s❡❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥ ▼❙❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✕ t②♣✐❝❛❧❧②

t❤❡ ♦♥❡ ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r ✐s ✇♦rr✐❡❞ ❛❜♦✉t ✕✱ ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛t ❛ ❧♦✇❡r r❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✇✐♥❣
♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❡❛t♠❡♥ts t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ❞r❛✇✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❛♥❞♦♠✳ ❋♦r ✾ tr❡❛t♠❡♥t
❣r♦✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✶✵ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✶✵ ✉♥✐ts✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭✐♥ ❙❉✮ ✐s ✕ ❢♦r
❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts ✕ ❜❡t✇❡❡♥ ✳✹ ❛♥❞ ✳✻✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❤❡♥ ❞r❛✇✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧
❣r♦✉♣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♠♦st❧② ❛r♦✉♥❞ ✳✼✺ ♦r ✳✽ ❙❉✳ ■♥ ♦♥❡ ❝❛s❡ ✭❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐♥
■♥❞♦♥❡s✐❛✮✱ t❤✐s ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✻ tr❡❛t♠❡♥ts ✭t❤✉s ✼ ❣r♦✉♣s✮ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠✐♥ ▼❙❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❤❡♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛
s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇✳
❚❤❡ ♠✐♥ ▼❙❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ✐♥ ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts ❛❜❧❡ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❛❝r♦ss ❣r♦✉♣ ♠❡❛♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞r❛✇✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ❜② ❜❡t✇❡❡♥ ✳✶ ❙❉ ✭❤❡✐❣❤t ③✲s❝♦r❡ ✐♥
P❛❦✐st❛♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ▼❡①✐❝♦✮ ❛♥❞ ✉♣ t♦ ✳✸✲✳✹ ❙❉ ✭♠❛t❤ t❡st s❝♦r❡ ✐♥ P❛❦✐st❛♥ ❛♥❞
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐♥ ■♥❞♦♥❡s✐❛✮✳
■t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t❡✇♦rt❤②✱ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥▼❙❊ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ t♦ ✺

♠♦r❡ tr❡❛t♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞r❛✇✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
❣r♦✉♣ ♠❡❛♥s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❜❛❞✐❡✱ ❆✳ ❛♥❞ ●✳ ❲✳ ■♠❜❡♥s ✭✷✵✵✻✮✳ ▲❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r
❛✈❡r❛❣❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✼✹ ✭✶✮✱ ✷✸✺✕✷✻✼✳

❆♥❞r❛❜✐✱ ❚✳✱ ❏✳ ❉❛s✱ ❛♥❞ ❆✳ ■✳ ❑❤✇❛❥❛ ✭✷✵✶✺✮✳ ✻✳ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✿ ❛ ♣r❛❣♠❛t✐❝
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❧♦✇✲✐♥❝♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ✼✺✱ ✽✺✳

❇r✉❤♥✱ ▼✳ ❛♥❞ ❉✳ ▼❝❑❡♥③✐❡ ✭✷✵✵✾✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r✮✳ ■♥ P✉rs✉✐t ♦❢ ❇❛❧❛♥❝❡✿ ❘❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥
✐♥ Pr❛❝t✐❝❡ ✐♥ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❋✐❡❧❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿ ❆♣♣❧✐❡❞

❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶ ✭✹✮✱ ✷✵✵✕✷✸✷✳

❈♦①✱ ❉✳ ❘✳ ✭✶✾✺✼✱ ❏✉♥❡✮✳ ❚❤❡ ❯s❡ ♦❢ ❛ ❈♦♥❝♦♠✐t❛♥t ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❉❡s✐❣♥✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛ ✹✹ ✭✶✴✷✮✱ ✶✺✵✳

❉❡ ▼❡❧✱ ❙✳✱ ❉✳ ▼❝❑❡♥③✐❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❲♦♦❞r✉✛ ✭✷✵✵✽✮✳ ❘❡t✉r♥s t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ ♠✐❝r♦❡♥t❡r♣r✐s❡s✿
❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✸✷✾✕✶✸✼✷✳

❋✐s❤❡r✱ ❘✳ ❆✳ ✭✶✾✸✺✮✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ✶✾✸✺✳ ❖❧✐✈❡r ❛♥❞ ❇♦②❞✱ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✳

●r❡❡✈②✱ ❘✳✱ ❇✳ ▲✉✱ ❏✳ ❍✳ ❙✐❧❜❡r✱ ❛♥❞ P✳ ❘♦s❡♥❜❛✉♠ ✭✷✵✵✹✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❜❡❢♦r❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳ ❇✐♦st❛t✐st✐❝s ✺ ✭✷✮✱ ✷✻✸✕✷✼✺✳

■♠❛✐✱ ❑✳✱ ●✳ ❑✐♥❣✱ ❛♥❞ ❈✳ ◆❛❧❧ ✭✷✵✵✾✱ ❋❡❜r✉❛r②✮✳ ❚❤❡ ❊ss❡♥t✐❛❧ ❘♦❧❡ ♦❢ P❛✐r ▼❛t❝❤✐♥❣
✐♥ ❈❧✉st❡r✲❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▼❡①✐❝❛♥ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❍❡❛❧t❤
■♥s✉r❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✹ ✭✶✮✱ ✷✾✕✺✸✳
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